Changement de base pour la matrice d’une application linéaire

E et F sont deux R-e.v. de dimension m et n et w : E — F' est une application linéaire.
On considére &€ et £ deux bases de E.
On considére F et F’ deux bases de F'.
On note A la matrice de w dans les base € et F. (A = Mate, r(u))
On note B la matrice de u dans les bases £ et F’. (B = Matg/ 7 (u))
On note P la matrice de passage de € 4 &'. (P = Pfl = Matg/ ¢(Idg))

On note @ la matrice de passage de F a F’. (P = Pf = Maty »(Idr))

XA
X € My 1(R) AX € M, 1(R)
Changement Changement
reFE x P~1| de base entre | XP XQ~1'| de base entre | XQ u(x) € E
Eet & F et F
/ XB ’
X' e Mm,l (R) f BX'’ e Mn,]_(R)

Pour exprimer BX' en fonction de A, P et X’ :

e On part d’'un vecteur colonne X’ représentant un vecteur € E dans la base &’
e On multiplie ce vecteur par P : on obtient le vecteur colonne X = P X’ représentant @ dans la base €.
e On multiplie par A : on obtient AX = APX’ qui représente u(x) dans la base F

e On passe dans la base F’ en multipliant le résultat par Q~! : on obtient Q' APX’ = BX' car chaque coté de
I’égalité est 'expression de u(z) dans la base F”.

Puisque pour tout X’ € M,, 1(R) on a (Q 'AP)X’' = BX'

on en déduit que B = Q' AP. ‘

On retient la formule générale suivante :

Matg: 7/ (u) = P]]::/ X Matg,}-(u) X Pg,
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Changement de base pour la matrice d’'un endomorphisme

FE est un R-e.v. de dimension n et w : E — FE est un endomorphisme de E.
On considére B et B’ deux bases de E.
On note A la matrice de u dans la base B. (A = Matg(u) = Matg 5(u))
On note B la matrice de u dans le base B’. (B = Matg (u) = Matg' 5 (u))

On note P la matrice de passage de B 4 B’. (P = P§" = Matp 5(Idg))

XA
X c Mn,l (R) } AX c Mn,l(R)
Changement Changement
zEFE xP~1| de base entre | X P x P~1| de base entre | XP u(x) € E
B et B’ Bet B
/ XB ’
X' e Mn’l(R) [ BX'’ e Mn,l(R)

Pour exprimer BX' en fonction de A, P et X’ :

e On part d’'un vecteur colonne X’ représentant un vecteur & € E dans la base B’
o On multiplie ce vecteur par P : on obtient le vecteur colonne X = P X’ représentant x dans la base B.
o On multiplie par A : on obtient AX = APX’ qui représente u(x) dans la base B

e On repasse dans la base B’ en multipliant le résultat par P~! : on obtient P~'APX’ = BX car chaque coté de
Pégalité est 'expression de u(x) dans la base B’.

Puisque pour tout X’ € M,, 1(R) on a (P~'AP)X’' = BX’ |on en déduit que B = P~1AP.

On retient la formule générale suivante :

Matg (u) = P§ x Matg(u) x PBB/
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